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PREFACIO 


Un el curso escolar de las Matemáticas, el alumno estu- 
día las propiedades de las desigualdades y los métodos que 
se emplean para resolverlas en los casos más sencillos (desi- 
gualdades de primero y de segundo órdenes). 

En uste libro el autor no se traza como meta exponer las 
propiedades principales de las desiguldades; sólo pretende 
dar a conocer а los alumnos de los grados superiores de la 
enseñanza media algunas desigualdades notables que desem- 
peñan un papel importante en distintos capítulos de las 
Matemáticas Superiores y explicar cómo se aplican a la de- 
terminación de los valores máximos y mínimos de ciertas 
magnitudes y al cálculo de algunos límites. 

El libro contiene 63 problemas; 35 de ellos, acompañados 
de su solución detallada, constituyen el contenido fundamen- 
Lal del libro; los 28 problemas restantes, insertados con otro 
tipo de letra a] final del $ 1 del capítulo 1 y de los $$ 1, З y 4 
del capítulo H, aparecen en forma de ejercicios. El lector 
podrá encontrar las soluciones de los ejercicios al final del 
libro. 

Sin duda, para el alumno es más útil resolver unos cuan- 
tos problemas difíciles que una gran cantidad de problemas 
sencillos. 

Por eso recomendamos que se recurra a las respuestas 
sólo después de haher encontrado una solución propia, la 
cual puede diferir (¡sería magnífico!) de la que propone el 
autor. 

Tanto al demostrar las desigualdades como al resolver los 
problemas, el autor se ha basado exclusivamente оп las pro- 
piedades de las desigualdades y de los límites estudiados en 
el noveno grado de la enseñanza media. 

El folleto, porsu contenido, puede servir de base para un 
curso facultalivo en Jos grados superiores de la enseñanza 
media. 


P. Korovkin 
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CAPÍTULO 5. 


DESIGUALDADES 


La importancia de las desigualdades se debe a que éstas 
se aplican en diferentes problemas de la Ciencia y de la 
Técnica. 

La razón de ello estriba eu que sólo podemos encoutrar 
los valores aproximados, y по exactos, de las magnitudes 
que se determinan en uno u otro problema práctico (como, 
por ejemplo, la distancía a la Luna, la velocidad de la 
Luna, etc.). Si z es el valor encontrado y Ах es el error de 
medición, el valor exacto y de Ja magnitud verifica las 
desigualdades 


х—1|Ах%]|<у Sr + | 4А2 |. 


Al resolver problemas prácticos, os preciso tomar en 
consideración todos los errores de medición. Es más, a medi- 
da que se perfecciona la técnica y se hacen más complejos 
los problomas, debemos perfeccionar la propia técnica de 
medición de magnitudes. Los grandes errores en las medi- 
ciones resultan inadmisibles cuando so trata do la solución 
de problemas técnicos complejos (el arribo de un aparato 
cósmico a un lugar determinado de la Luna, de una nove 
cósmica a Venus, etc.). 


$ 1. Parte entera del número 


La parte entera del número т (designada por [z]) es el 
mayor número entero que no sobrepasa z. 

De esta definición resulta que siempre [zl < z, pues 
la parte entera no sobrepasa х. Por otro lado, como [т] es el 
mayor nümero entero que cumple esta desigualdad, tenemos 
que Iz] + 1 x. 

Por lo tanto, 12] es el número entero que cumple las 
desigualdades 


[7] € x « [2] + 1. 


Por ejemplo, de las desigualdades 


Зеле, 5-6 —2<-YI<-1, 5-5«0 
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——————————— ÀJ 
resulta que 


[1] = 3, [3]-5. (– у2ј=-2, 15=5. 


En los cálculos aproximados es muy importante saber 
determinar la parte entera de una magnitud. En efecto, si 
conocemos la parte entera de una magnitud z, podemos 
tomar [2] 6 [2] + 1 como valor aproximado de la magnitud 
2 cometiendo un crror que no pasa de Ја unidad, pues 


0s rir) < [2] + 1 — [2] = 1, 
0 < Iz] --1 — 2 < 15] + 1 — 15] = 4. 


Es más, el ћосћо de conocer la parte ontera de una magnitud 
pormito hallar fácilmente su valor con un error que no pasa 


de 5. Ese valor puede tomarso igual a [2] + 5 . 


Señalemos por último que conociendo la parte ontera de 
un nümero podemos determinar éste con cualquior grado de 
exactitud. Efectivamente, puesto que 


(Ма) < Ne S INz) + 1, 


tenemos 
[Nx| [Nx] , 4 
TS у 
Es decir, el número 
LEIA 
= л 2N 


difiere del número z en — todo lo más. Si X es grande, el 


2N 
error será pequeño. 
Eu los problemas que siguen se determina la parte entera 
de algunos númoros. 
Problema 1. Hallar la parte entera dol número 


1 4 4 1 
r= 1+4 dh Bb + —. 
ity ty tyty 

Solución. Empleatemos las desigualdades 
11x 1, 


07 «y i« 08, 


оу t «05, 
05у 105 


0,4 < 4 105 

(que se obtienen cnlculando las raíces, por defecto y рог ex- 
ceso, en menos de 0,1). Sumando estas desigualdades, encon- 
tramos 
1 4-0,7--0,5 4-0,5--0,4 « x «1 + 0,8+0,6 +0,5, + 0,5, 
о sen, 31 < z < 3,4 y, por consiguiente, [д] = 3, 

Nobemos, en relación cou esto ejemplo, que el número 
3,25 difiere do x en 0,15 todo lo más. 

Ejemplo 2. Tlallar la parte entera del número 

1 1 1 1 
руту UTC 

Solución. La única diferencia entre este problema y о! 
anterior os el número de sumandos: en e) primero eran 5 y 
ahora son 1 000 000. Pero esta circunstancia hace imposible 
la aplicación práctica del método de solución anterior. 

Para resolver el problema analicemos la suma 


1 1 1 1 
у t B хы 
Con este fin demostramos las desigualdades 
»Vn3d-iVa«yr«1/a-2ya-i. (i) 
R 
En ofecto, puesto que 


O ИН AO 
" 2 
Уау 


y puesto que 


Vnti-Y» 
Eenernos 


D cr y FE 2 | 
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Hemos demostrado la primera de las desigualdades (1); la 
зета se demuestra de un modo análogo. 
Si en las desigualdades (1) tomamos n = 2, 3, 4, ... 
. 4, R, ohtenemos 
2/3-2y2« 7 <2V 3-2, 
2-2 V3< 3 «2y3—2y3, 
2V == VA ур 201—213, 


оо воре нев ш о s.s v e € & = «а: а я 


Sumemos ahora estas desigualdades: 
——2 5 4 1 
2 = || а = с-г 
Vn4-1 24 yr 
1 1 = 
tyr! у <?л—2. 
Agregando 1 a todos los miembros de las designaldade, obte- 
nidas encontramns j 


TE | D 5 1 1 
2/21 144 < 14 n 
1 1 end €; 
tyi v TUE <2Y n—1. (2) 
Puesto que 2/2<3 y Vn 4-1» Ип, do las desigual- 
dades (2) se deduce que 
- A MM 1 J nia "e 
20п-2<1+ урра. + -«2yn 4. 
16) 


Empleando las desigualdades (3) es fácil encontrar ahora 
la parto entera del númoro 


1 1 1 1 
DF —-4—.-2 5 rd 
jUystystysi ty 
En electo, si en las desigualdades (3) Lomamos n. == 1 000 000, 


tendremos 
2y i000000— 2 < 
(ums. EI 1000 000 — 
< 14 yi yi |... + V T6399; <2 Y 1000000 — 1, 
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о зва, 
1998 < y < 1999. 
Por consigniente, [y] = 1998. 
De las desigualdades (2) se deduce que el número 1998,6 
difiere de y en 0.4 todo lo más. Por lo tanto, hemos calculado 


el número y en menos del = x ^ =: 0,02%. Los números 
1998 y 1999 difieren del número у а lo sumo en Ja unidad 
y 01 número 1998.5 en 0,5 todo Jo más. 
Analicemos ahora un problema de otra índole. 
Problema 3. Demostrar la desigualdad 
135 w 1 
народ о m Som 


Solución. Pongamos 


mia 


2 45 00 
TNR ET We 
Puesto que 
1 2 3 4 5 G 9 — 100 
YT AST ET: RED 
resulta que х < y y, por consiguiente, 


123 45 6 99 100 1 
“SUSE TVE ин i 


Extrayendo la raíz cuadrada de ambos miembros de esta 
dosigualdad, encuntramos 
3 
= ——=— T: 
i V 16i p 
Ejercicios 
1, Demostrar las desigualdades 
=— - 1 1 
2 4-1—2 <S=bk=o==l.. 
Vr | ; V» Vs van | 
ey? A м — 3 
2. Demostrar las desigualdades 


1 1 
————-L————— d. | ===“ 180,02 
Vos V ioni кещ Vt 


1 
(00 000 
3. Waller [502] si 


— —— "T P lg. 
y 10000 * Y 10001 y 1000100 
Respuesta, 1502) =90 000, 
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4. Aplicando la inducción matemática, demostrar la desigualdad 


4 3 5 2n—1 1 
И ава 72 теуге Ди 
5. Demostrar la desigualdad 
1.3.5 wt 


$ 2. Media aritmética y media geométrica 


Si у, 7,,..., Zp Son números positivos, los números 


"++... | 
n r 


— —— 
gay Dg... Ta 


formados a base de ellos, se denominan, respectivamente, 
media aritmética y media geométrica de los números z,, 
Lar · +, Tn» Para estos dos númerus О. Cauchy, matemá- 
tico francés, demostró a principios del siglo pasado la desi- 


gualdad 
ga 


que se aplica frecuentemente en la solución de problemas. 
Demostraremos esta desigualdad exponiendo previamente 
una proposición auxiliar. - 

Teorema 1. Si el producto de n números positivos z,, 
Жар... Tp ES igual а і, la suma de los mismos no es menor 
gue n: 


A + 2, +... A 


Demostración. Emplearemos cl método de «inducción 
matemática ł}. Comprobatemos primero que el teorema 
os válido para n — 2, o sea, demostraremos que 


y = 1 m9 m, + 2, > 2. 


с = 


Con este fin consideremos por separado dos casos: 

1) t = Ta = 4. 
En este caso tenemos ту + 2, = 2 y el teorema queda demos- 
trado. 


1) Una exposición detallada del método de muut- 
ción inatemática puede verse en el libro def. 5. отет! «Método 
de la inducción matemática» (Editorial MIR, 1975), 
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2) 0< zn < La. 

En este caso tenemos х, < 1, y х, > 1 puesta que el pro- 
ducto es igual a 1. De la igualdad 

(1— =) (£, — 1) = z, + 2 — 21% — 1 
se deduce que 

T + 23 = 21% + 1 + (1 — 2) (а — 1). (4) 
La igualdad (4) ha sido establecida sin imponer condición 
alguna a los números z, y ха. Teniendo en cuenta ahora que 
ува == 1, obtenemos 

щ F жу = 2 + (1 — 21) (т, — 1). 

Finalmente, puesto que z, « 1 < z,, el último número re- 
зп ба positivo y por eso т, + х, > 2. O sea, el toorema queda 
demostrado para n = 2. Notemos que la igualdad 


в fi T Ta e 2 
se cumple sólo sí =, = z, En cambio, para x, 35 ху se tiene 
Ly + Ta > 2- 


Basándonos en el método de inducción matemática, 
supondremos ahora que el teorema es válido para л = k, 
es docir, supondremos que la desigualdad 


+4 >у+{+х;+...+гж;>К 
tiene lugar si zz,x5. .. x, = 1, y demostraromos el ico- 
тета para n = k + 1, o sen, demostraremos que 
ху cb x. trti t... па Roma | 


Si 21010)... Хатан = 1, donde z, > 0, z; >0, 254 >0, ... 
c.n ZR RO, за > 0. 

Notemos anie todo que siendo 

Ext Ta Epi = 1, 

se pueden presentar dos casos: 

1) todos los factores 7,, £a, 25, .. .. Zas Жузу SOD igua- 
los, o ses, 

3 ===... == La = Хау 

2) по todos los factores son iguales. 

En el primer caso todos los factores son iguales a la 
unidad y la suma de los mismos es igual a k + 1, o sea, 


п x, + ха... Ва + trn kti. 
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ln el segundo caso. outre los factores del producto 
Xa. St habrán números mayores y menores que 
uno (si todos los factores fuesen menores que uno, el pro- 
tfucto sería también menor que uno). 

Sea, por ejemplo, x, < 1 y x44, > 1 Tenemos 


(trei) tata ee Tk -- 1. 
Poniendo y, - ту obtonomos 


Vita - · Za =l. 


Puesto que ayni el producto de k números positivos cs igual 
а la unidad, resulta (por hipótesis) que la suma de Jos mis- 
mos no es menar que k, o sea, 


ћо S4 12573... | or zm. 


Pero 
Y + "а + Ta -- s.. -Е Nh + 2441 
= (h A zrg за 4-0... Фа) а E nz 


Ek p atmi lA EF Бан — а а — 1. 
Recordando que gy, -= жүл, obteuentos 


у Et += 5... e + Ху 22 
22 (Е + 1) H ема — Хан Та = 1 = 
= (k + 1) + (ten — 1) (1 — 2). 

Puesto que 1, « 1 y гау > 1, Lonemos (trp — 1)(1 5) 
> 0, y, por consiguiente, 
ET а фан = 

> (+1) (ер — 4 — 2) > 41. 
Con esto queda demostrado el teoroma 1. 


Problema 1. Demostrar que Si Zis Ta, Za . - -, La Son 
números positivos, se tione 


БА Та En—t Tn 
—-.-—--)|....4 ЕД mu 
га £3 l 1 La Я Ty 2 


con la particularidad de que el signo de igualdad tiene lugar 
sólo si 
Ey = Fg 5 Iy =... == Жы, 


——o————— —€——— a Í 
Solución, Puesto que 
LU. КЕЧ ДЫ CIA | 
Tg 73 "C ла X y 
la desigualdad se deduce del teorema 1. El signo de igualdad 
tiene lugar sólo si 


A = AE эе 
q зоо 44 но ' 
o Sea, sólo SÍ zı = Ка = x42... == Fp 
Problema 2. Demostrar ја desigualdad 
242 9 
V 3-1 = 


22 -2 12 || і үй 
«а А a e- Е e|- пеш, 
Vari угла VIT yan 

Puesto que el producto de los semandos del último miembro 

es igual a Ја unidad, la suma de los mismos по es топот que 

dos. 11] siguo de igualdad tiene lugar sólo pura 2 == 0. 
Problema 3, Demostrar que para а > 4 se trono 

lg a + log, 10 > 2. 


Solución. умемо que log, 10-lg« = 1, Lenemos 
lea ој 10 = lga + x x 2. 


Problema 4. Demostiar la desigualdad 


х? 1 
TA $T: 
Solución. Dividamos entre 22 ol numerador y el denomi- 
nador del primer miembro de la desigualdad. 
Ek 1 


MEA T 
P xs 


1 1 
Puesto que — 4% = Å, tenemos — + 13 > 2, y. por con- 
siguiente, 
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Pasemos ahora a demostrar la afirmación enunciada al 
principio dol parágrafo. 

Teorema 2. La meda geométrica de números positivos 
no pasa de la media aritmética de estos mismos números. 

Si los números Ху, Ж, ..., r, ПО son todos iguales, la 
media geométrica de estos números es menor que su media arit- 
méta. 

Demostración. De la igualdad g = У. die... Tn 32 
deduce que 


по DER. m 0 sca LEES: Za 24 
кё gp "ү 


Debido a que el producto do m números positivos es 
igual a 1, resulta (por el teorema 1) que la suma de los mis- 
mos no es menor quo л, ёз decir, 

44... + IM. 

ОРЕ пазити AN 
Multiplicando por g y dividiendo ontre n ambos miembros 
de la última dosigualdad, obtenemos 


a E tag, 


Notemos que la igualdad tiene lugar sólo cuando 


Er xg Tn 1 0 

— = me... "B = = 8068, 2, =l == ,.. = Х. = б. 

ТИДЕ; Н y ш. зч. „=86 
Por el contrario, si los números z,, z,, . . ., £, по son todos 


iguales, se tiene 
а> g. 


Problema 5. Entre todos los paralelopípedos con la 
suma fija de sus tres aristas recíprocamente perpondicula- 
res, hallar e] paralelepípedo de volumen máximo. 

Solución. Sea m = a + Б + с la suma de las aristas 
y sea V — abc e] volumen del paralelepípedo. Puesto que 


yọ = Valet en. 


m3 


tenemos V <-57. El signo de igualdad tiene lugar sólo si 


т 


a=b=c == + 0 Sea, si el paralelepipedo es un cubo. 
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Problema 6. Demostrar la desigualdad 


nl < (y , n22 (5) 
Solución. md el teorema 2, tenemos 
E = 34+? 34... а __ (n4-1)n — a4 
V ni-»/ 123. CLE A 


Elevando a Ја n-ésima potencia ambos miembros de la última 
desigualdad, obtendremos [a desigualdad (5). 
Definición. El número 

i 

а | 224... ba 
„(е 

se denomina media potencial do grado @ de los números t, 

Gg; > +», Gr. En particular, e] número 


с, ее a a t RL 
a 


es la media aritmética do los números ау, ау, . . », Gp; el 
námero 


E 
2 


а (Titte) 


se denomina media cuadrática, y el nümero 
al taz t.. tani a 
с. (EE ~ х) = T T 
4 а: ... ап 
so denomina media armónica de los números 41, 44, . . ., Up. 
Probiema 7. Demostrar que si ау, a4, .. ., ба Son nüme- 
ros positivos y si œ << 0 << 8, so Lione 
са X E X cp, (6) 
o sea, que la media potencial de grado negativo no pasa de 
la media geométrica y que la media potencial de grado posi- 
tivo no es menor que la media geométrica. 


Solución. Debido a que Ја media geométrica de núme- 
ros positivos no pasa de la media aritmética, tenemos 

o —M— a a a 

V/ asas ... a8 a piedi 


2—01405 
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Elevando ambos miembros de la ültima desigualdad a la 
potencia = y tomando en consideración que L« 0, obte- 


e 
neinos 
1 


g - Y aus t q (E а 


Con esto queda demostrada la primera de las desigualda- 
des (6); la segunda se demuestra análogamento. 
De la desigualdad (6) se deduce, en particular, que la 
media armónica c., no pasa de la media aritmética c. 
Problema 8. Demostrar quo Si 41, 4z, - · -, ба Son NÚMS- 
ros positivos, зо tiene 


arado (AA jar 
Solución, Puesto que с. < g < су, tenemos 


сл = 1 1 л i gto m TT 
EU TELF T ce 
а 0 An 


De esta desigualdad se deduce que 
1 1 1 
eee +0) ure tu). 
Problema 9. Demostrar la desigualdad 
RA а, < а 4 а +... + ар (7) 

dondo ау >> 0, as 2 0, ..., а, 2 0. 

Solución. Puesto que la media geométrica no pasa de la 
media aritmética, tenemos . 


аа, ... Gy = Y 2745... ай, $ | 


Multiplicando por л ambos miembros de esta desigualdad, 
obtenemos la desigualdad (7). 
De la desigualdad (7) se deduce que 
20,04 < а? + az, Заза, < a? + aj + аў, 
400300, & а) + а + а} + aj. 
o sea, el producto duplicado de dos números positivos no pasa 


de la suma de sus cuadrados, el producto triplicado de tres 
números no pasa de la suma de sus cubos, etc. 
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$ 3. El nümero e 


El número e desempoña un papel importante en las Matc- 
máticas. Daremos su definición despuós de resolver una 
serie de problemas en los que se aplica solamente ol teo- 
rema 2 

Problema 1, Demostrar que cualesquiera que sean los 
nümeros positivos а y b (a + b) es válida la desigualdad 

пи „а--лЬ 
vate. 

Solución, Tenemos 


(ШЕ i 
DL ————Tr а-|-8-|-%+4...-|1- aab 
ab" = Yao < AAA арт 


que es lo que se quoría demostrar. 
Problema 2. Demostrar que a medida quo aumenta л 
también aumentan las magnitudes 


ге (1+8)' y аа) 


о зва, que 
4 
ан (А) о y за Сали = | -n) - 


Solución. Tomando a —1y b = 14. en la dosigual- 
dad del problema anterior, encontramos 
1 
TO 1+» (144) T { 
A рне 


Elevando ambos miembros de esta desigualdad a la potencia 
(п + 1) tendremos 


(tex) (1 pss O 508, Xy «7 X44. 


La segunda desigualdad se demuestra análogamente. 
Problema 3. Demostrar que 


y, (14- а) 


9% 


20 


decrece a medida que aumenta n, o sea, 


BETTE: 
Un > пн = (1 + aTi ) A 
Solución. Tenemos 


«(epe (epe 


1 


1 
Boc ce 


(véanse las designaciones del problema 2). Como z, aumenta 
a medida que aumenta n, този а quo y, decrece. 
En los problemas 2 y 3 hemos demostrado que 


п) ten (144) > 
—2,25« 2,42... 144 .. 
(edi (= 


==38,375 >Y >... 2» уһ >...» 
Por otra parto, 


2-3 али (1 +в) = jn < y 4, 


Luego, la variablo z, satisface dos condíciones: 

1) ха crece monótonamente a medida que aumenta л; 

2) x, es una variable acotada (2< х, < 4). 

Es conocido que toda variable acotada y monótona cre- 
ciente tiene límite. Por lo tanto, existe el límite do la varia- 
blo zp. Este límite se designa por la Јебга e, o sea, 

e=lím 2, == lím (142). 
n>w0 RIAD 
Como quiera que la variable z, tiende a su límite aumentan- 
do, resulta que х, es menor que su limite, o sea, 


4 
га (147) <e. (8) 
Es Fácil ver que е < 3. En efecto, si п es grande, tenemos 


лава <ys= (1-5 ) = 2,985984. 
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Por lo tanto, también 
e = lim ха x 2,985984 < 3. 


п ео 

El nümero e, al igual que ө} nümero л, desempofia un 
papel importante en las Matemáticas. Se emplea, por ejem- 
plo, como base de logaritmos denominados logaritmos natu- 
rales. El logaritmo del número N respecto a la base e se 
reprosenta simbólicamente por ln N (y se lee así: logaritmo 
natural de №). 

Se sabe que los números e y л son irracionales. Cada uno 
ha sido ya calculado con 808 signos decimales; so liene 


= 2,/182318285490 ... 


Demostremos altora que el límite do la variable y, es 
también igual a e. En efecto, 


lím y, = Ит (3 + IU = lim (1 ++)" (1 +=) =2.1 mt. 
Puesto que y, decrece a medida que se aproxima а e (véase 
el problema 2), resulta que 


(t- 1)" >e. (9) 
Problema 4. Demostrar Іа desigualdad 
a2). (10) 


Solución. Domostraremos la desigualdad (10) aplicando 
el método de inducción matemática. Es fácil comprobarla 
pata n = 1. En efecto, 


fle > (+). 
Supongamos que la desigualdad (10) se cumple para n = k, 
o sea, 
и> (2) 


Multiplicando рог k 4-4 ambos miembros de esla última 
desigualdad, obtenemos 


(44) dl КИ И Ty 
++ 


22 
———— — ————' P- 


Pero, según la desigualdad (8), tenemos ( 14) <e y, 
por eso, 
eet (E) (а) 


es decir, hemos demostrado la desigualdad (9) para n — 
=Е + 1. Con esto, la desigualdad (9) queda demostrada 
para cualesquiera vulores de m. 

Puesto que e < 3, do la desigualdad (9) se deduce que 


ру 


Empleando la última desigualdad os fácil domostrar que 


En efecto, tomando л = 300, obtenemos 
300) > (2 222 1003, 


De Ja misma forma que ha sido demostrada la desigualdad 
del probloma 4, se puede demostrar esta otra 


n4-1 10%, 


ni <e( 


$ 4. Desigualdad de Bernoulli 


En este parágrafo demostraremos, apoyándonos en е) 
teorema 2, la desigualdad de Bornoutli que tiene interés por 
sí sola y so aplica frecuentemente on la solución de problemas. 

Teorema 3. Si zz —1 у 0 << о << 1, entonces 


U + ај <1 + az. (4) 
En cambio, sia «2 0 ó а > 1, se tiene 
4 | је 21 + ах. (12) 


El signo de igualdad сп (11) у (12) se cumple sólo рата 5 = 0. 
Demosiración. Supongamos que с es an número racional 


con la parlientaridad de que 0 « œ < 1. Sea a = E , donde 
m y n зоп mürmeros enteros positivos y 1 < m << л. Debido 


a que 1 + z >> 0 por hipótesis, tenemos 


(14-2) 4i)? uy (+ 2) 1 


= UDALA 042044. eode 


Pd - Бажані. 
=. гаа 


M = = PETE 1 +р®=1+агт. 


El signo de igualdad tiene lugar sólo si todos los factores 
que figuran debajo del radical son iguales, o sea, si 1 + х = 
= 1, т = 0. En cambio, si z + 0, tenemos 


(4 -F т) i-a. 


Es decir, hemos demostrado la primera parte del teorema 
para el caso en el que с os un número racional. 

Supongamos ahora que а, 0 <a « 1, es un número itra- 
cional. Sea rj, Fe ..., Га, ... una sucesión de números 
racionales que tiene а como límite con Ja particularidad de 
que 0 « r, « 1. De las desigualdades 


ифа" 1 + rar, 2-1, n=1,2,3,... 
demostradas ya para el caso en el que el oxponente es un 
número racional, se deduce que 
(1-- zy! Ит (1 + ту" < lim (12- 7,2) =14 ал. 
"а НАЈ 


Con esto Ја desigualdad (11) queda demostrada Lambién 
para los valores irracionales de а. Resta demostrar que para 
valores irracionales de с, siendo 0 < о < 1, y 240, se 
tiene 


(1 -F zx)* «1-4 ах, 


o sea, que el signo de igualdad no tiene lugar en (14) sí 
х Æ 0. Con este fin tomemos un número racional r tal que 
a <r< 1. Es evidente que 


ta [4427] 


2^ 


Puesto que 0 < 2 <1, resulta, según hemos demostrado, 
que 


а 
ТЕРСЕ" Ža, 
Por consiguiente, 
d + (1+5 х}. 
Si 750, tenemos (1 +=) < 1 + = = 1 + ах, о sea, 
(4 -F 2) <1 + az. 


Con esto queda demostrada por completo la primera patto 
del teoroma. 

Pasamos a la demostración de la segunda parte del teo- 
rema. 

Si 1 -+ ax « 0, Ја desigualdad (12) es evidente, pues 
Su primer miembro no es negativo mientras quo el segundo 
es nogativo. 

Si 1 + az г 0, o sea, ах > —1, consideraremos por 
separado cada uno de los casos. 

Sea a > 1; enlonces, según la primera parte del teore- 
ma, ya domostrada, tenemos 


І 
(1 роја «4 + armi += 


con Ja particularidad de que el signo de igualdad tiene lugar 
sólo si х = 0, Elevando а la potencia а ambos miembros 
de la última desigualdad, obtenemos 


1 + as x (4427. 


Soa ahora a <0, Si 1 + az < 0, la desigualdad (12) 
se hace evidente. 5; 1 + ax >0, Lomemos un número sn- 
tero positivo n de modo que se cumpla la desigualdad — PES 
« 1. En virtud de Ja primera parte del teorema, tenemos 


a 
(n) "1—7, 


(I2) > ——>1 +2 
l —— z 
n 
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(la última desigualdad es válida porque 1 2 1— 57 28). 
Elevando a la n-éósima potencia ambos miembros de la 
última desigualdad, obtenemos 

(f -i- 2) (1 +) 244n22z. ] 4- ax. 


Notemos que la igualdad puede darse sólo en el caso z — 0. 
Con esto queda demostrado completamente el teoroma, 
Problema 1. Demostrar quo para 0 >> а > —1 se tiene 


+i Qoi mi fyti 
(n +1) E «n9 " c 1) н (13) 


Solución. Puesto que 0 < ®--1 << 1, tenemos en vir- 
tud de la dosigualdad (11) 


O EE, 
tod ya] "e 
(1 JUE, 
Multiplicando estas desigualdades por n*-*!, obtenomos 
(n + 1**! n9 + (att) па, 
(n — 1)**! << gH — (а + 1) па, 
de donde es fácil deducir las desigualdades (13). 
Problema 2. Demostrar que рага 0 >> а. > —1, se tiene 
qt +) ni 
BD C < то m1) + ите 
mel. =i O41 
eL (14) 


Solución. Tomando en las desigualdades (13) n=m 
m -- 1, .. ., n, obtenemos 


А НАСЕР +! 


(m-4-1€*! 2+1 n 
а -1 pose о+ 4 : 
mei ari +1 %+1 
LENTEN стаје н сее E 
A a+! ari, +1 
(m4: 3) E «m4 2y < ("+ а 
(n--4)*** — ле +, pet. (n 19! 
uber c тутт а 


Sumando estas desigualdades, obtenemos (14). 
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Problema 3. Halar la parte entera del número 


1 i 1 1 
T= у Ту tyg t ee to 
Solución. Tomando en (14) m -4, n —1000000 y 


а =-+, obtenemos 


E аз 
1000 0012-4 4 000000° —3 
— са“ а 
3 7 


O Saa, 

3 E ЗА = 3 ea "TE 
1000001? cie ides << -1000000: oi ui adr 
Puesto que 

3 = 3 2 3 
310000013 25.1 0000007 = 2.10000 = 15000, 


3 3/та WEZ 3 373. 3 

y 16m у 54 4, У 92» 2 / 8— 8. 
tenemos 
15000 — 4 << z «215 000 — 3, o sea, 14 996 < z << 14 997. 
De estas desigualdades resulta que |z] = 14 996. 


$ 5. Medias potenciales 


Ya en ol $ 2 antes de ver el problema 7 hemos señalado 
que el número 
1 
A at +а +... а el 
м 4 
se denomina media potencial de grado a de los números 
positivos 44, G4, . .., аз. Al mismo tiempo hemos demos- 
trado (problema 7) que c, < cg, sia « 0 < f. 
Ahora demostraremos que la desigualdad 


Ca = са 
es válida siempre que œ < В. En otras palabras, la media 


potencial de grado а crece monótonamente а medida que 
aumenta q. 
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Teorema 4. Si a, Gp, ..., €, son números positivos 
ya <P, se tiene c, < св con la particularidad de que cy = 
= ср sólo si 

a == Gs m... == а. 

Demosiración. El teorema 4 ha sido ya demostrado 
рата el caso en el que los números & y fi tienen signos opues- 
tos (véase e)'probicma 7 del $ 2 y la definición que le pre- 
code). Resta demostrar el teorema para о y D del mismo 
signo. 

Supongamos que 0 <a << В y pongamos 


k =æ Са = eo nm 
Dividiendo cg entre k, encontramos 
| y 
e с Ещ, Y) G 
E Ta - 


Tomando ahora 


a a à a — 
à - (X) , &= (2) а (E 
obtenemos 
BoE: Iv 
de 448 +...pas |5 
ya (ias) | (45) 
Puesto que 


L 
— 
= 


Крин У 
(30588) 


III 1 


resulta 
dtitti mi, o se, dp dd pd 


Pongamos 
бе ће з, = (+ 24... dh =A H E 
De la igualdad 4 + de +... + d, = n se deduce que 
аа + zpRe..dozQ =0. 


En virtud del teorema 3 (notemos que f> 1) , lenemos 


ДА Es P \ 
de 014) е z1 Te 
E £ 8 
d$ =(14 2) 5 21 + < та (*) 


ПАСЕ ТАИБ АТГА . 


4. T p 
as =(1++а2„)® 214275. ) 
Sumando estas desigualdades, obtenemos 


л £ 
desde. pde >лъ (а na + ха) =>, (10) 
De (15) у (16) se deduce que 
і 


св F 
+> (-=) =1, об aen, cp >k = Cca. 

Notemos que св = k = са sólo si en todas las dosigual- 
dados (*) tiene lugar el signo de igualdad, es decir, si х, = 
=Z; =... =", = 0 (teorema 3). En este caso, se tieng 
d, = d, =... = d, = 1 y, por consiguiente, a, = a, = 
=... = 0, = К. En cambio, si los números ay, ly, ..., аһ 
no son iguales, so tiene 

Св > Ca- 
Con esto el teorema 4 queda demostrado para e] caso en el 
que 0 «coa «f. 
Si а << В «0, tenemos 0 << a < 1. Repitiendo los 


razonamientos anteriores, obtendremos en (*) y (16) signos 
de desigualdad opuestos. Pero como $ < 0, de la desigual- 
dad 


du ius 
Joc qe 
1 2 ts 


A 
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se deduce que 
5 2 £ + г 
a & a 
e a, 
п 
es decir, 


eg > k = се. 


Con esto el teorema 4 queda demoslrado completamento. 
En lo que sigue la media geométrica será denominada 
media potencial de grado cero, о sea, se tomará g = со. 
Notemos que el teorema 4 subsiste también en este caso 
ya que (problema h del $ 2) ca S g = co Sia < 0 y ea > 
>g=csip>0 
Del teoroma demostrado so deduce, en particular, que 
С. ба Се SC] < бу 
es decir, ia media armónica по pasa de la media geométrica, 
la modia geométrica no sobrepasa la media aritmética, y la 


media aritmética no supora Ja media cuadrática de números 
positivos. Por ejemplo, si a, = 1, a, = 2 y а, = 4, se tiene 


O A 
cce) 67 CT AAA 
ы ЖШ 
са ў (14056. 0283 y 1. 2-422 2, 
q леша 


су == (EE atelte) =] / IBID =у7 Tit 2 8. 


y, por г A" 
la = 4,7. EA = co < 2,8... = << 26. == ба. 
Problema 1. Demostrar que z? + у? + 22 212 si х + 
+у +2 = 6. 
Solución. Puesto que la media aritmética no pasa de la 
media cuadrática, tenemos 
1 
zrlyki _ (++): 
<> 


LI 
es decir, 


Pos E, 
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En nuestro caso z? -+ у? + 2 5 =12. El signo de 


igualdad tiene lugar sólo si Ж = y = 2 = 2. 
Problema 2. Demostrar que siendo z, y y z números 
positivos y 22 + y^ + 22 = 8, se Пеле 


верна y 3. 
Solución. Debido a que c, << c, tenemos 
4 1 


(mps арена)? 


En nuostro caso rosulta 


) 
a. I ~ 
( = ке) 2 5, 


es decir, 
Pg 423. у # ву 3. 


Problema 3. Demostrar que para los números positivos 
ау, 0g ..-› Qs, se cumplen las desigualdades 


(2.49, +... + ва)" 
«ләса? аб... Һан), ai, Са 
(artat -+ an) > 
ne (af -- 45 + ... +а5), Ocagi. (18) 


Solución. Si œ > 1, tenemos 
1 


e б... © a 
са = ( а, тау ==) > а 1 aL Far 


= (4. 
n 1 


Es fácil deducir de aquí [a desigualdad (17). De la misma 
forma so demuestra la desigualdad (18). En particular, de 
las desigualdades (17) y (18) resulta que 

(= + уј“ 027 ' (2: Љу), a>t, х>0, 0 
(x + 0)" > 27! (15 + уо), 0<0<1, z29, 420. 
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Problema 4. Demostrar que si 2? + у + z? — 81, 
z `> 0, y > 0 у 2:> 0, se tiene 


х+ у+4+5<9. 
Solución. Puesto que 


(пору + 3 «9 Gy + 2) = 9:81 = 729 
(según la desigualdad (17)), resulta 
+ yr y 729 = 9. 


ы ЕЕ ОБАВИ AN 
CAPITULO 1I. 


APLICACIÓN DE DESIGUALDADES 


En este capítulo explicaremos cómo se aplican las desi- 
gualdades a la determinación de los valores máximos y míni- 
mos de funciones y al cálculo de los límites de algunas 
sucesiones. Además, doduciremos aqui algunas desigualda- 
des importantes. 


$ 1. Valores máximo y mínimo de una función 


Numerosos problemas prácticos so roducen al estudio 
de una u otra función. Por ojemplo, soan х, y y 2 las dimen- 
Signes de caja con tapa (de un paralelepipedo); entonces, el 
área do su superficie os 


S = 25у + 2ys + 222 


y su volumen es 
У = zyz. 


Si para la fabricación de una caja de volumen determinado 
se emplea un material costoso, es deseable, claro está, que 
la cantidad de material soa mínima, es decir, que el área 
de la superficie de la caja sea la menor posible. Este es un 
ejemplo sencillo en el que se trata de hallar el minimo de 
una función do varias variables. Problemas semejantes se 
plantean muy a menudo y los matemáticos más destacados 
siempre prestan la debida atención al desarrollo de los 
métodos de solución de los mismos. 

Aquí resolveremos varios problemas de este tipo basán- 
donos en las desigualdades estudiadas en el primer capí- 
tulo !). Previamente demostraremos un teorema. 

"Teorema 5. Si e >> 0, с > 1 y х > 0, la función 


19 — ах 


1) Acerca do la aplicación de desigualdades de se- 
gundo grado а la determinación de los valores máximo y mínimo, 
puedo verse el libro de 7. P. Natansón «Problemas olemontales sobra 
máximos y mínimos» (Editorial MIR, 1976). 
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Х - 1 
alcanza su valor minimo, igual a (1 — а) (zy , tn el 
1 
ne] 
punto z = (= a 
Demostración. La demostración es muy sencilla si a - 2. 
En efecto, puesto que 


20—876, 


" CD A 2 
la función toma su valor mínimo, igual a -F> en ol 


punto 2 = - 0. 

Si a >> 1 es arbitrario, para demostrar el teorema һау 
que recurrir a la desigualdad (12) del teorema 3. Puesto que 
а > 1, tenemos 

4 + 2) 2>1+а2, z2 —1, 
teniendo logar la igualdad sólo рата = = 0. Tomando aquí 
4 +z = y, encontramos 
уз 21 tal-i), y —ayzi—a ур 0; 
el signo de igualdad tiene lugar sólo para y = 1. Multipli- 


cando рог c^ ambos miembros de la última desigualdad, 
ohtenemos 


(cy) — ace-i (су) > (1 — а) се, y m0. 
Ponieudo 


@-1 
ф=су y acia, с= (2) | 
tendremos 


g-i 


22 —az 2.(1—a)e* — (1 — o) (7-) ‚ 
donde el signo de igualdad tiene lugar sólo para x - c — 
еч ( а ш 
== a LI 
Es decir, la función 
15 - az, а > 1, a => 0, т 


V 
© 


3—n1405 
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= 
а-{ 


alcanza su valor minimo, igual а (1 — а) (=) , en el 


11' 


punto x= (2. Hemos demostrado el teorema. 


En particular, іа [unción 22 — az (a = 2) alcanza 
2 


su valor mínimo, igual a (4 — 2) (2) = =" У en el 


1 
2-1 

punto г= (+) 7 Este resultado concuerda con el 

obtenido anteriormenle por otros razonamientos, La fun- 

ción 25 — 27« alcanza su valor mínimo, igual a (1 — 3) x 
а 1 


х (5) эш 54, en ol punto z2QRyU =3, 


Observación. Notemos, para lo sucesivo, que la función 
аз — z? = — (1% — ах), 
donde œ > 1, a > 0 y z zz 0, alcanza su valor máximo, 
a 


1 
| "ES Т 
igual a (& — 1) =) ! en ol punto 2 = (=) Я 


Problema 1. Falar las dimensiones de la viga de máxi- 
ma resistencia ?) que puede sacarse do un tronco. 


Solución. Sean AB = x el ancho de la viga y BC =у 
su altura y sea АС = d el diámetro del tronco (fig. 1). 


tj La resistencia de la чари јез proporcional al 
producto de su ancho por el cuadrado de su altura, 
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Siendo P la resistencia do la viga, tenemos 
Р = kay? = ka (d* — 23) = k (diz — 27). 
La función dêz — 2? alcanza su valor máximo cuando 
1 


— 


И xmi 
2=(5) T #=@#—:%- --@, 
y= E —V2-y2. 


Es decir, tendremos la viga de máxima resistencia н el 
cociente entre su alturazy su ancho es V2= 1, = 
Problema 2. Hallar el valor máximo do la ción 


y = sen z sen 2x. 
Solución. Puesto “que sen 27 = 2 sen z cos х, tenemos 


sen х sen 2x = 2 соз х sen? r = 2 cos х (1 — cos? 2), = 
= 2 (2 — 2%), 


donde 2 = cosz y, por consiguiente, —1 52541. La 
función z — 23 = z {Í — 2) toma valores negativos si 
—1 << 2 < Q, es igual a0 si z = 0 y toma valores positivos 
si 0 « 2 < 1. Por consiguiente, la función alcanza su valor 
máximo en el intervalo 0 < z « 1. 
En el teorema 5 hemos demostrado que la función z — 23, 
> 0, alcanza su valor máximo en el punto 


1 
e) Tyr 


уз 


En este punto, 


2 1 4 
sen х sen 22 = 22 (1— 2) = ——11——| -——=. 
Es decir, la función у = sen = sen 2r alcanza su valor má- 
ximo en los puntos en los que 5 == cos z == y! y este valor es 
igual a Hra 0,77. En la fig. 2 representamos la gráfica 
де ìa función у = sen = sen 27. 
a* 
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Problema 3. Hallar el valor máximo de Ја, función 


у = 003 2 008 2x. 


Solución. La función у = cos x соз 2z no es mayor que 
4 porque los factores cos z y cos 2z no son mayores que 1, 


FIG. 3 


Pero en los puntos x = 0, 4-25, cán, ..., tenemos 
соз т соз 22 = 1. 


Es decir, la función y = cos z cos 2x alcanza su valor máxi- 
mo, igual a 1, en Jos puntos z = 0, ел, +4л, ... En 
la fig. 3 hemos representado la gráfica de la función y = 
= 005 x cos 27. 

Prohlema 4. Hallar el valor mínimo de la función 


т“ } ат, 


donde a > 0, а «Oy x 22 0. 
Solución. Puesto que e << 0, tenemos, según la desi- 
gualdad (12), 


4 + 9° 22 1 + аг, 
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donde el signo de igualdad tiene lugar sólo para z — 0. To- 
mando 4 + z = у, z = y — 1, obtenemos 


>21 +9 (у – 1), $20 


donde el signo de igualdad tiene lugar sólo para у = 1. 
De la ültima desigualdad se deduce que 


y*—ayzÉmi-—ao (cy) — a~t (су) > (1 — a) се. 


Poniendo a = —ac*-* y z = cy, encontramos 
y 
= 


ү; , donde el sig- 
1 


no de igualdad Меле lugar sólo para = = с = CY : 


Es decir, la función z + az alcanza su valor mínimo. 
igual a 


а 


ла + as > (1 — а) се = 4 — о) (E 


a-i 


0—9) ( =) 
1 


en el punto z= (= “=. 


Por ejemplo, la función 


1 e 
vct 212, 30, 


alcanza su valor mínimo en el punto 
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Problema 5. Hallar las dimensiones óptimas !) de un 
recipiente de forma cilíndrica con fondo y tapa (de una lata 
de conserva). 

Solución. Sca V == nr*h el volumen del recipiente, donde 
r es el radio y h os la altura del cilindro. El área total de la 
superficie do] recipiente es 


5 = sr? + 2nrh. 


Puesto que A = — tenemos 


: y 1 2V 
= ELM 24.95. 
$ 2904 2ar q = #10 +. 
Tomando 2; == T encontramos 
S = Ола 2-1 2Ух == гл (22 М z) А 
л 


Р 3 у 
Según el problema anterior, la función 27% = т alcanza 
su valor mínimo para 


ES 


Volviendo a los simbolos iniciales, encontramos 


1 3/2 У яғ k 
TL Y^ "once a mI d. 
Es decir, el recipiente tendrá dimensiones óptimas si su 


altura y diámetro son iguales. 


Ejercicios 


6. Hallar el valor máximo de la función х (6-2) si 0<:2<28. 

Sugerencia, Poner ye26— 2. 

7. De una lámina cuadrada do dimensión 2a, se corta de cada 
esquina un cuadrado para que sa pueda fabricar, doblando los salien- 
tos obtenidos, una caja sin topa de capacidad máxima (ig. 4), ¿Cuál 
sorá la dimensión de los cuadrados recortados? 

8. Hallar el valor minimo de la función 


29-82265. 


!) Las dimensiones de un recipiente de un volumen 
dado se consideran óptimas sı su fabricación requiere la cantidad 
mínima de mhterial, o зеп, si es mínima cl área de la superficie del 
1ncipiento, 
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=== 


9. Hallar el valor minimo do la función 
z$— 833-5. 
10. Hallar el valor máximo de la función 
з®—ах 
si0dca<t, а>б y <> 0. 


11. Demostrar que para => 0 es válida la desiguaidad 
Уз <= +. 

12. Demostrar que para n^» 8 es vólida la disigualdad 
уп> yati. 


Sugerencia. Empléese la desigualdad (8). 
13. Hallar el mayor de Jos números 
і, VA УЗ, Vi y$..Wn..- 
14. Demostrar Ja desigualdad 
Vai БА 
yn <1i4 V 
45. Deniostrar la desigualdad 


(Бар 4-а)... Баа) > Таја + ety 


donde los números a; по son monores que —1 y tienen todos el 
mismo sigo. 
16. Demostrar la desigualdad 


(abr 4-а... 6.) 
«азаа. ЧЫР... 09) 
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A A A ERE 
Sugerencia. Dewuéstrose primero que el polinomo 
(ах —b124-(a72 -dy 24... + (az — bn) = 
з= 22 (apal t.. -+ af) — 
—21 (а, + боје +... T 455) + (8:68 + о) 
na predo tener dos raices reales distintos. 
17. Empleando la desigualdad (19), demostrar que la media arit- 


mética no supera la media cuadrática, 
18. Domostrar lu desigualdad 


LEVI V3. 


VA 


19. Empleando Ја dosigunidad dol ejercicio 18, demostrar la 
desigualdad 


eme e 1.14 1 
i4 l'»—V2-1--——-—... BL. 
V»4Hi4pls—1 +7 "uM US 
20. laliar los valores múxunos de las funciones 
E 
— 0, 619 
T$ y %—0,6у'%, 


4 
Respuesta, == 0,4. 
4 y 15 d 


21. ¿Para qué valor de e el valor mínimo de Ja fuución 
К+ es igual а 2,5? 


Respuesta, аљ б 


$ 2. Desigualdad de Hülder 


Ki pleando los teoremas 5 y 6, оп el teorema 7 se demuestra 
la desigualdad de Hólder que posteriormente se aplica a la 
solución de algunos problemas. 


Teorema 6, Si Ра и, r>0 о y>0, 
se tiene 


æ y 
aem. (20) 


Demostración. En virtud del teorema 5, sia > 1, а > 0 
y 230, tenemos 


zara " 
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Tomando en osta dosigualdad а = p y a = py, encontramos 
= Р 
A y = р)". Q0 


Puesto que +=, resulta 
1 1 p—1 


НЕ] AA , q= 


== tb, 
Р pest 


2E 
p q 
Introduciendo estos valores en Ja desigualdad (21), ohtene- 
mos 

Pra Ey 


Dividiondo entre p todos Jos términos de la última desiguaj- 
dad у pasando los términos negativos de un miembro al 
otro, obiendromos la desigualdad (20). 

A A A ба др A бал лоћ 
números positivos y los números p y q cumplen las condiciones 
del teorema 6, se tiene 


аб +00... Hand E 
' 
A 


1 
< (ad 4- al + ... Һа)? (81 ++ ... +)". (22) 


Demostración. Pongamos 
A y #1+9+... += В, 
El segundo miembro де la desigualdad (22) será igual onton- 
ces n 
e 
(А?) ° (B9)! = АВ. 
Pongamos ahora 
Ay == Ас, 04 =Ácg..-, ün = Асп, 
b, = Ва, 5, == Bda, . o» b, "me Ва,. 
Puesto que 


A? zz aj 4- ab + ... 4 5 = А? -Aeh j- n on o + AP 
= AP (61 + cb + ... + с), 
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resulta 
cO... 2-1. 
De Ja misma forma se comprueba que 
di dir... di—1. 
Aplicando ahora la desigualdad (20), obtenemos 
Pd 
aibi = AB (cd) АВ (5. ==), 
а 4 
ab, << AH C4 О (”) 
$,4 
Do estas desigualdades se deduce que 
(ib: -Had +... + a b ez 


Уе... е? ecd 
«AD (AREA LITER) S 


E 
= AB ($ +=) = AB 
(recordemos que Ie. ch +... е = 1 y 
dt9..... а == 1). 

Es decir, hemos demostrado que el primer miembro de 
la desigualdad (22) no pasa de АЛ, o sea, no sobrepasa el 
segundo miembro. 

Es fácil oncontrar el caso en el que tiene lugar el signo 
de igualdad en (22). Efectivamente, el signo de igualdad 
en (21) tiene lugar sólo si 

а 
pi. — 
r=( H) =p Тануу. Pay 


(véase el teorema 6). De la misma forma, el signo de igual- 


dad en cada una de las expresiones (*) tendrá lugar sólo si 
a 4 


а. T. 
=d, eq=d?,..., са==ду, 
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es decir, si 
а=, ebd, "еза ch = ds. 


Finalmente, multiplicando por A?B" estas igualdades, 
obtenemos 


В" (AY = ЛР (Ва, у“, es decir, Bai АРЫ. 


@ И TRIS а А 
“ли аи cte 


Por consiguiente, el signo de igualdad en (22) tiene lugar 
sólo si 


Observación. Poniendo en (22) p = 2 y q = 2, obtene- 
mos la desigualdad (19) (véase el ejercicio 15): 


аб + 0202 + -+F баба << 


ус витрине. рој 
«Үк... ка)... +) 


LI 


$ 3. Aplicación de desigualdades al cálculo 
de límites 


Empleando las desigualdades demostradas, calculare- 
mos en los problemas que siguen los límites de sucesiones 
bastante complejas. 

Problema 1. Demostrar la desigualdad 


1 1 11 4 
<< 


Solución. Uniendo las desigualdades (8) y (9), obtone- 
mos 


(+) eee (ау 


3) in (1 + 1) representa el Jogarilmo de base 


(Véase las págs. 20—21) del mimero (1 + 2) 
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Pasando en estas desigualdades a los logaritmos de hase e, 
encontramos definitivamente 
nin(1 +) «neci (n4-1)1n (14-1) А 


1 1 1 
gr <h (tz) 
Problema 2. Hallar lím z, si 


"00 


MA onu. EA EA 
=3+4+4+1, а= TM 
dm EA REF 4-... 


Solución. Tomando en la primera de las dosigualdades 
(23) п — 4 en lugar de n, obtenemos 


1 í и 
< (вт) en 
Do osta desigualdad y de la segunda de las desigualdades 


(23) se deduco que 
и аа (24) 


Empleando las E (24), | e escribir las 
desigualdades 


4 
+ =. 


in а Ги — 


A 

ln — < — « lu P 
n-|-3 1 n4 2 

RS n-F2 <in пі ' 


а sa Мар а "e e ами ж а: а o9 


Sumándolas y teniendo en cuenta que la suma do Jogarit- 
mos es igual al logaritmo del producto, encontramos 
I int 1) (84-2) (n3) ... Er < 
m IONS 
1 DE. n(n-E1) (142)... 24 
<; Fn a m (n—f)n(n4- i)... (22—1) ' 
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_________________________.___---- 
о зеа, 


2n+1 1 1 1 2n 


Puesto que 211 = 2 +, resulta 


Ига Ја 232 = Шо In (24-2) —1n2. 


no n-«oa 
De la misma forma, de 2D =2+ 1 se deduce que 
lim In. == in 2. 
n—í 


no 


Es docir, son iguales Jos límites de los miembros extcomos 
de las desigualdades (25). Por consiguiente, el miembro 
intermedio tiena también ese mismo límite, o ses, 


r 1 
ци ($+ n--1 +- +) =з e in 2. 


» 


Problema 3. Hallar lím z, 81 


n-99 
1 1 H 
z,—1, о>=1—, 3-1-1, ... 


1,1 T 
iy —— "n a A L, 


Solución. Tenemos 
—— n n 
+++ ener el] 
арна) 
ppp eee 


1 1 1 1 1 1 
Ta u Эт Ее ue 


nti 
En el problema anterior hemos tomado 


1 4 1 
th 
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Por consiguiente, Ту = 2—7. Pero lím 2, = ln 2 (véase 
Tn. o 


el problema anterior); luego, 


lim Zn = Men 2—1) = 12. 

Под 
Observemos ahora que Харар — Len ^ y, por consi- 
guiente, i 


lim тын = lim (гь +) = In 2. 


Es decir, 
lim z, = 112. 


п--с0 


Observación. Los números z, = a, Zg = © Фау 24 = 
= m 0, cb а... Ey = 04 а, +... + иу 80 de- 
nominan sumas parciales de la serie 


а Fa ray +... Hant.. 


Una serie se llama convergente si la sucesión de sus sumas 
parciales tiene limite finito. En esto caso, el número $ = 
= lim х, Se denomina suma de la serie, 


Del problema 3 se deduce quo la serie 


o + c pri +. 


converge y que su suma es igual а ln 2. 
Problema 4. La serie 


+++ e x4 e 


se denomina serie armónica. Demostrar que la serie armónica 
diverge. 
Solución. Según la — (23) 


ignc v 


Poniendo л — 1, 2, 3, -.., n, podemos escribir m desi- 
gualdades 


> Ф, 
4 3 
3 >. In 3: 


1 á 
$^ ln 7 , 
1 n--i 
= — in a OL 
Sumándolas, obtenemos 
1 
аин 


2-3-4-. . .-(n --1) 
chr ima une 


De esta desigualdad se deduce que 
lim zalim In (n 4-1) = со; 


п- o) п--00 
por consiguiente, la serie armónica diverge. 
Problema 5. Demostrar que la serie 


+++ Н (26) 


converge para cualquier с > 1. 
Solución. La sucesión de las sumas parciales de esta 


Serie 


2, 1, 
=1+ I 

Ta 58, 
і 1 

па ве а 
1 1 1 

а Р та! 

214 Lut 

2 а MT р ле 
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es monótona creciente, o sea, 
XQ «X, T X <. .. X <.. 


Por otra parte, sabemos que toda sucesión de números 
monótona creciente y acotada tiene un limite finito. Por 
consiguiente, para demostrar la convergencia de Ja serie (26) 
basta demostrar que la sucesión de los nümeros z, es aco- 
tada. Pongamos 


1 1 1 1 
es егете ОГ 


Puesto que 


1 1 1 1 
Yan =1— (===)> ә) 


p (== — —— И 
(àn—27 (2а4—1)®/ (2л)®' 
resulla que 
<A. 


Yan 
(pues en todos los paréntesis figuran números positivos). 
Por otra parie 


AA teca 


(л—1)®° Quy — 
Am A КЕ. 
QE лд pa | p 1: * (сте 

-2 (па ++ 


cl je 
= (АЕ e 
1 


аса MG Fa UE 


Puesto quo z, — 1 HŠ a +... F 29 tenemos 
n 


Ahora bien, como Хр > Za € Yan « 1, resulta 


E 2-2 
1 > Yon Tn — uy За == 22 Lp: 
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De aquí se deduce que 

B 

29 —2 

o sca, los números z, están acotados si a > 1. Con esto que- 

da demostrado que la serie (26) converge y que su suma no 
a 

pasa de 


х. < 


2-2 
Por ejempio, para а. = 2, se liene 


zo—i44 eden 
Salim а 62, 
En el curso de Matemáticas Superiores se demuestra que 
O «4. eN 


Ejercicios 


22. Kallar Ја suma do la soric 


1 1 1 1 
A AAA — f)ni m 
5 =1 xu ard cct 4)" ce 
Sugerencia, Em pléese ја igualdad (27). 


n? 
Respuesta, 5 == rx 


23. Demostrar las desigusldndes 
ai Lye Fi 
Ер ЧЫЗ оле, a>0, 


art 
24, Siendo 


£g 14-20-3944. ... + 15, 
demostrar que 
"n 
imas : m. 


25. Demostrar ја desigualdad 
(bae, Harbor. «+ Grade) < 
« (al al... +) Ыт... 
coo GI dH... Eel). 


donde ад, b, y сд son números positivos. 
1/31—01405 
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Sugerencia. Apliquese la desigualdad (7) y el método empleado 
para demostrar (22). 
3 


2f. Para rra donde k es un nú- 


mero entero positivo, demostrar quo 


lim х, = ln k. 
nco 


Sugerencia. Apliquese el método de solución empleado оп el 
problema 2 de este parágrafo. 


$ 4. Aplicación de desigualdades al cálculo 
aproximado 


Al iniciar nuestra exposición hemos señalado «que los 
problemas prácticos requieren, como regla, el cálculo apro- 
ximado de ciertas magnitudes y también el saber operar 
con estas magnitudes calculadas aproximadamente. Cuanto 
mayor sea la oxactitud en el cálculo de estas magnitudes, 
топот será, lógicamente, el error en la solución del pro- 
blema. 

Ahora queremos volver al cálculo aproximado de Jos 
números de tipo 

1 1 


1 
E Ocagi, ken, 


En el $ 4 del capítulo I hemos calenlado el número Sp, л 
рага Æ = 1, п = 1000 000 у а = + con un error menor que 
0,4 (problema 2). Alli mismo (ejercicios 2 y 3) hemos cal- 
culado S,,, para k = 10 000, п = 106 y a=2 con un error 


menor que 0,01. La comparación de estos dos ejemplos 
pone de manifiesto que el método empleado da mejores 
resultados para valores mayores de k. En el $ 4 del capí- 
tulo 1 (problema 3) hemos encontrado la parte entera del 


A 1 
nümero Sp.a рага k = 4, n = 10% y ®=-у, О Sen, hemos 
calculado este número con un error menor que 0,5. No hemos 
determinado la parte entera del nümero 5,,, para ®=-р 


y п -- 10* por cuanto el método empleado en el primer 
сар пе no es aplicable a este caso. En el parágrafo pre- 
sente perfeccionaremos el método de cálculo de Та magni- 
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tud $,, lo que permitirá hallar magnitudes semejantes 
con relativa facilidad y alta precisión. 
Lema 1. Si 292,72 3342»... 2> Та» Se Шене 


0OccA-4—z,-z2;—2,0T...-F(—1) hn «а. 


Demostración En esta suma algebraica, el número de 
sumandos positivos no es menor que el número de sumandos 
negativos. Además, cualquier sumando positivo es mayor 
que el sumando negativo que le sigue. Por consiguiente, 
es positiva Ја suma algebraica do estos términos: А >> 0. 
Por otra parte, 


А mz — (33 — Ta + 24 —... + 1)" 32) 


y, puesto que c] número que figura ontre los paréntesis es 
positivo, resulta А < x у. Hemos demostrado el lema. 
Іста 2. Para 0< а; « 1, son válidas las desigualdades 


(214-119 —(n-- 1! 75 e 1 + 4 


1—2 Е И 


1 (2a)! - * — „1-9 
Cay d-s 
Demostración. La desigualdad (28) resulta de la desi- 
gualdad (14) (problema 2 del $ 4 del capítulo I) si en esta 
última tomamos n + 1 on lugar de m, 2n en lugar de n 
y —a еп lugar de a. 
Teorema 8. Es vúlida la igualdad 


(28) 


A фан 


lle: es lei 


2—25(п+ и tE {2һ)® 
2 [0-0 1 
2—2* [ 2 i AS F | (29) 


Demostración. Tenemos 


j 


» 1 1 1 | 
я, = 4 mos — lus — r——— FALSE. 
Simi bubus d he? 


um ruo BA sn Te 
SEAR Puer Е Е Е: 


ge 
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-Agregando y resultando en el segundo miembro el número 
1 4 1 1 
erret all. 


Qa 
obtenemos 
DEO НРО РЕ ЛП ШИ ШЕ 
ше же at an t 


1 


(223 E 


1 
Platt + 


1 1 1 

E "uet eR 

Los números que aparocon dentro del primor corchete tienen 
са como factor común; sacándolo fuora encontramos 


1 1 1 1 
Sari анг заа © 


2 1 1 1 
к(а) 
4 1 1 
с=т B ta. i 


Pero como entre los paréntesis aparece el númoro Sa, 1s 
resulta 


1 1 1 
(Etui Que 
1 1 1 
ки т ue. E ae 
L xw ori 
2 2—2* 
= (5-1) ба ет бал 


De aquí, multiplicando por 2% y dividiendo entre 2 — 2”, 
so obtiene la igualdad (29). 

La igualdad (29) tiene interés por cuanto reduce el cál- 
culo de S,, ; al cálculo de la magnitud Syn,n+, y de la mag- 


а 1 1 . 
nitud к= mi ж т La primera se cal- 
cula con elevada exactitud, para valores grandes de n, 


aplicando las desigualdades (28). En cuanto a la Segunda, 
sabemos del lema 1 que es menor que cero y mayor que 


Además, si hallamos la suma de los cuatro Lérini 


ye 
II 
nos iniciales de esta última magnitud, cl resto (0 sea, el 
error) será menor que cero y mayor que — a 
y — 
En los problemas que siguen, esta última magnitud lam- 
bién será calculada cor mayor exactitud. 
Problema 1. Hallar la de 


A* EE US T et 


con un error menor que 0, o. 
Solución. En virtud del teorema 8, tenomos 


ү? 1 1 СРИИ 
= CI vem түттү} VET») 
€—— —. 
2 су yr vi па Ји 
1 
VD (ant vr 


donde 


ES cd e 1 
= ym == уда 
1-53 1 
С=1——+4+—=—...—-===. 
! yi'vi P 2-10 


Según el lema 2, el número B satisfaco las desigualdades 


2 (V 210 1 Y 10:1) <B<2(Y 2-10 -V 109). 


Los miembros extremos de estas desigualdades dilicien en 
3-10 todo lo más. En efecto, 


? жие 2 (V Z-10F1—Y 218) = 


2 — A 


= == = == OS 
VETUS Y 2-106- 14 V 21% y 106 
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Por consiguiente, la media de estos números difiere del 
número В en 2.10-* todo lo más. Calculando el primer 
número y restando de él 2-10-*, obtenemos 
B = 828,4269 + A,, 
| А, [< 24107. 
.. Pasemos n calcular el número C. Sca m un número imper. 
Estimemos la magnitud 
i 1 1 1 

D= = — = MERE Mm Vu, mE. 
V» уза "уз V 2л 
Con oslo fin observemos que 


ТЕПЕ [ 3:774 2 
Дотада утех: 
y que 
А М та 14 у т—1 ИУ пау m уп3+ у mci 
2 


+ : E 
— ——ÁÁÉBE An —— IM" TE n ни 
V m4 у m V 3a -i-1—V ¿n—1 


=Vm+1—-Ym—1-YVm+24+YVm+Vm4-3— 
-Vmxi—Vmurit-Ymc24...—V2ncd4 


+Vin-=1=Vm--Vm=1+V22-V 21 4-1. 


Como vemos, os relaitvamente fácil calcular ol número E. 
Restando de la magnitud 2 la magnitud D, obtenemos 


E-D- (ye yz yz) 
2 1 
-hyay умно 


( 2 "TE 
рет Иен yz 
Demostremos que los números que aparecen entre los parén - 
tesis son positivos y decrecen monótonamente. En efecto, 


а 22V n-(Yntityn-i). 
у п4+-у mi Vm  Ym(Ynm+14 ym -1) 
2m-2V m—1 


Vay mity ney mty nity ai 
2 
CYn(Q HV пер GV mV m ity m- 1) (ту 12-1) 


De aquí puede verse que dichos númeras son positivos y 
decrecen monótonamente a medida que aumenta m. En 
virtud del lema 1 


0OcE-D« 
2 
УНУ унунун V та 


No cometeremos un error muy grande si en ol denominador 
sustituimos m +1 y m — 1 por m. Tendremos entonces 


MEC oh 
E стиди ы 
8. т * 
Si tomamos m = 9, tendremos 
^ 1 b 
0< E— D < 7373 0,0006. 
Es decir, para m = 9 y n = 10* resulta 
E — D = 0,0003 + A, ІА, | < 0.0003, 
D = Е — 0,0003 + А, = УЗ — V8 + V 2-10 — 
— V 2-10 + 1 — 0,0003 + 4, = 04710 + Ay. 
Volviendo a Ja magnitud C, encontramos 


4 1 1 1 1 1 1 
Cc-i-yytyr үү yit ys yn p 
1 1 1 1 1 1 1 
!-ystys-yi ys ү yi-yi* 


1 1 1 
+0110 4,7 1—7— 5 (17) 


tyty үү М=М= 
i 3V? V3 РУЗ. Иб ИТ onto £ 84. 


Јој A али 7 


2 
O sea, раса calcular el número С con un error menor que 
3.10-* necesitaremos extraer solamente cinco raices y rea: 
lizar unas cuantas operaciones aritméticas. Rocurriendo a las 
tablas y realizando los cálculos correspondientes, encontra- 


1108 
С = 0,6035 + å. 
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Tomando en cuenta los valores obtenidos para B y C, 
y retornando a la magnitud A encontramos 


A = (V2 + 1) (В — C) = (V2 + 1) (827,8225 + A) = 
-(V2-4-1).827,8226 + 2,54» 

donde 
[2,9563 |: 2,5 (| 4, | + | Aa |) <2,5:5-107 < 2-107, 
Por consiguiente, con un error menor que 2-10 tenemos 


А — (V2 + 1) 827,8226 = 1998,539. 


Problema 2. Calenlar el número 
1 1 1 
A=1 TETTE ++» y= 
tratt trpa 


con un error menor que la unidad. 
Solución. En virtud del Leorema 8, tonemos 


1-98 МТО S $0543 
1 12 1 1 
E viu- 2—p 7 7; d +93 — 


-p) 
sepes - 
Aplicando las desigualdades (28), podemos calcular fácil- 


mente y con gran exactitud el primer sumando que, según 
estas desigualdades, puedo ser sustituido por el número 


3 3 
2 (2.402 (101237 e 
2—y2 T + 


4 Vi 4 
== 10(У 3— 4) 2-7 7 == 3% 109, 
En virtud del lema 1, la suma 


Vi 1 1 1 
ЕА 77 EAE э 1 
2-33 (1 ааг аа + em 
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es positiva y no supera el primer sumando. Puesto que este 
último es menor que dos, tenemos 


2-10°—2< А « 4:10. 
Los nümeros extremos difieren uno del otro en 2 y en menos 
de 2 del número A. La media aritmética de estos números, 
0 sea, $10 — 1, difiere de A en menos de 1. Tomando este 
ültimo nümero, obtenemos 
= 1333333332,3 + А, |А! < 1. 


Notemos que el número 4 (que comprende un billón de 
sumandos) ha sido calculado con gran exactitud. Е] error 
relativo es menor que 


100 : 1333333332,3 < 0,0000001 % . 
Ejercicios 
27. Calcular con un orror menor que la unidad el número 
í 4 1 
ј+—+=—+... 
F Vi M +" ME 


Respuesta. 14 999 
28. Demostrar que es válida la igualdad 


Gt pe cci 
25 a па 1—9 E 


donde Ên es un infinitésimo (o эса, lim В, = 0) y 
Aw 


ni” 


ох 4 1 1 1 
(m ЗР IA ba. 
m К qa P а Т 


5—01405 


SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS 


1, Poniendo en las desigualdades (1) (pág. 9) лет, m-- 1, ... nl. 
tendremas 


2 VREI-IVR ev -2ym—2Y mi, 
m 


<30 m+1-2Y m, 


“2 miiy m4 1, 


A 1 
РТА Y m1 == 
ут ут <A 


¿E pt 1 
: ~“ —2 | н E 
2V m 21 E 


2V4|di—-2Vy n—— музу. 


"Va 


Sumanrto estas. dosigunidades, encontramos 


2/4 Fi-2Y m VAR Ру =at 


У 2V n-2V 1. 


2. Tomando m-- 10000 y nz 1000(XI0 on las desigualdades dcl 
ejercicio 4, obtenemos 


1 
2 Y 1000001 —2 V 10000 < == 
У кн үй d Puri E 
« 2/1000 000 —2 Y 3998. 
VW ge 
Puesta que 
2 V 1000 0H > 2 y 1000 000 +» 2000, 


2 Y 10000=200 у 2 9998 = ју 39 996 > 199,98 


(la última desigualdad se compruoba fácilmente si se calcula la raiz 
cuadrada en menos de 0,01), resulta 


2000— 200 == 1800 <A Е . 


$ < 2000 — 193,98 = 4800,02 
+ V 1050000 | 


3. Multaplicando por. 50 las desigualdades del ejercicio 2, oble- 
nomos 
90 000 < 50z < 99 001, 
de donde 
[508] = 90 004, 
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А. Es obvio que la desigualdad se cumple para л - 1; 
1 i 1 
y NISI m T ае 
2 "Vect 2 
Supongamos ahora que la desigualdad se cumple para л —£: 
1 3 5 2k—1 1 


Nm Eon T E < V3k 1 
y demostremos que también se cumple para nk + 1, о sea, que 


(a) 


135, 20—14 244. _ 1 "m 
заб 12° ИРА 
264-1 


Multiplicando por la desigualdad (a), obtenemos 


2k--2 
ow e dl epis RU 
2'8 0 "7 2k Exi" үкү 4x 
Resta demostrar la designaldad 
EC 4 _. 
VERE FF Уз 
Мана e а MM ата оет 


(261 (3 - 4) < (2k-- 2} (2% 4-1) 


1249 4-28424-496-0. 4 «c 12434 овна 20: 4-4. 


Es evidente que esta última desigualdad se cumple ку і, 
Соп etu quede demostrado s la о E T У 


Па мал. гч 
iR 1 A. Vinti 

es válida para todo n. 

5. Poniendo л==50 en la desigualdad del ejercicio 4, obtonermos 

IU O ——— — РРО Д 

24 7" 49 ^" узр уы ума 12 

б. Si tomamos y—6 а, x—6 y, cl problema quedará reducido 
а la determinación del máximo de la función 

(6— у) уз = буз -— уз 


рага 0<y «6. Poniendo ahora y°— z, oblendremos la Función 
132 
6z—z* 
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cuyo valor máximo (véaso ln observación de la pág. (34) es igual в 


3 
(2-1) (y us : =0,5:41=32 
272 
y se alcanza en el punto 
ae 
zc (=) = ЧАД " 
DET 
La función 6y2—y3 lama su valor máximo, igual а 32, en el 


punto y.- V zs- 4. 

L^ función z(6— z)? alcanza su valor máximo, igual a 32, on ol 
punto z= (6—g 756—472. 

7. VÀ volumen de la соја (véase la My 4 de la pág. 39) es 


igunl a 
V =z (22—22)% = ár (а—=>)%, Orea. 


Poniendo y —2—2 6 y2=3, lendremos 
8 


У =4 (аз—1 }. 


TE 


La [unción аз— 6“ alcanza su valor máximo en ol punto 


Por consiguiente, 
Pur. | 
32 gg" 
Es decir, para que cl volumen de la caja sea máximo, la dimensión 
del cuadrado recorlado dobe ser seis veces menor que la dimensión 
del cuadrado inicial, 
8. El valor minimo de la función z$.L8z2-4 5 es igual a 5 y se 
alcanza para ==0. 
9. Tomando gy—:2, reducimos el prolilema a la determinación 
del valor mínime de la función 


y —8y +5 


ra valores posilives de y. 
d En el песка 5 hemos demostrado que cl valor шинто de la 
Junción уз— Ву es igual а 


3 ЕЈ 
a-o(5) чш. 
3 
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El valor mínimo de la [unción j3—8y 4-5 es igual a 


== E виђа А. 
10. Poniendo у= 27, obtenemos la función 


1 i 
y—ay * =a TER | а> 0, Ij. 
П 


Sogún ol teorema 5, el valor máximo de la función i yey" es 
igual a 

1 

а 

Au 

1 a [ 1 

4 a ! E cx iu 
(2) (1 + o -—G e. 


a 
Multiplicando por a este último remite encontraremos el valor 


máximo de la función a (2 y—y* ) que, por consiguiento, es 
igual a 
i 1 


w-o(2)- (2) amo (2) 7 -е-е(8) 


31. La función Уг—2х, 220, a. ,a=2, tiene o} 'siguicnto 
valor máximo: 


e 
— 
@-1 
А 


|l consiguiente, para lodo 20 se comple la desigualdad 


т-с. о sea, f 5454». 


12, Ropresentemos la desigualdad (8) en la forma 


(yu. (поје < епа, 
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Si nz» 32» e, ыз liene 
(а ту“ « епа << За” € nit = n, 
ls ambos miembros de la última desigualdad a la potencia 


RIT . encontramos 


"Иш < Уа. 


13. Puesto que SY VIE PS « V 9— 1/8, resulta que el mayor 
entre los números 1, Y 2, УЗ . Por otra parte, en el pro- 
blema anterior hemos ME c la sucesión УЗ, Vi ... 


des ‚Ул... . es decreciente. Por lo tanto, уз es el mayor de los 
númoros 1, УЗ, УЗ,... YB... 


14. Pongamos NS CO, %n>0. Elovando a la potencia n, 
obtenomos 


ne (4 + a)" e [(1 40) 20. 


Aceptando que п 2, x > 1, deducimos del teorema 3 que 


а 
2 
о) >а, > (+ an) ” 


2 
= Anat 7 a? : 
Dv aquí resulta qua 


aè у Yamia 


á 
^ - f 
<T’ p< 


2 
үе 
"22 


Obseriución, Empleando ol binomio de Newton, es fácil compro- 


hor qur 
= T 
ay T 
En electo, 


TA y $ , nín—1) 2 
(11 y l þr T1 ) em [Каз је 


<1+ 
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De aquí so deduce quo 


Va «uy =. 


15. Si n=4 a; >—1, la desigusldad es obvia: 
1a 1d. 

Supongamos que Ja desigualdad se cumplo pata m- К, o sea, 
(24-а) (14-49) > (1404) > 1+а а; +... Ђак. 
Multiplicando por (44- аһ, з) ambos miembros do esta desigualdad, 

ubtenemos 
Па) (1402) ... (+09) (14 04) > 
2 (land...) 22u)2 
=1+а+а+ ada 
Раца + ада + o] ада. 
Puesto que los múmaros a,, 43, ..., Ор, 2x1 son del mismo signo, 
tenomos н 
iaka ада +. Баакы > 0 
y, por consiguiente, 
Gta) И 4-9)... (LR 2) Рада) 23 Ка е... Аа аи 
es decir, hemos demostrado la desigualdad para пл => 4-4. 
Con esto concluye la demostración de que la desigualdad 
O +a) Па)... (а) > 32-64 4-02-F . .- 4-24 
se cumplo pata todo », 
16. Si el “polinomio (ajr—by)2-+ (agr — 5)* 4- «(тах — bp) 
tiene una raíz real х=, 0 gon, si 
(азаа =b} 4- (2221 —Ь)?-{-. .-| (074 — 05) 0, 
entonces cada uno de los números air, —by, 0224 — bz... аал Ва 
es igual a cero, es decir 
(az mb с 0221 —фу x=... тард Б y 


i 
RE 8 ЕЈ 
ЫП az En 


Cnn esto queda demostrado quo el polinomio 
(ар: h+ (402—5)... lanz bp) 
= (apart... ah) — 22 {а + agb, J- ...-] аһ) 
HOHH.. HoA) 
no pude tener dos raíces reales distintas y, por consiguiente, 
(ayb; + аза + . . . + andn — 1 
(04-а... оиа... Б) «CO. 
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De aquí resulta la desigualdad (19) 
(e4b4 060,4... Ea ћу) -< 
< (aj takt ... Ба)... 4-5%). 


Notemos que el signo de igualdad tiene lugar sólo si el а 
mio considerado tiene raíz real, o sea sólo si 


17. Empleando la desigualdad (19), tenemos 


{utm}. Ба y? ја n i 
eta n Agar CT Ё 


е S й E Li 
© 7—4 ...4 ^ ) x 
1 dd ef +... da 
% (Late doit 4. 
a Маине e 6—7 
De aquí resulta quo 
64 & Co 


(os decir, la media aritmética no pasa de la media cuadrática), 
18. De la desigualdad 


(уп -уп= = нв y 0201 а 


= 0852 y 43 2042 V ni =én 
во deduco que 
ViFi+Ya=1<2 уп, 


A a 
" VIVA VA 
(Ун (уату) : 
Multiplicando pot 2, encontramos 
уа-уа. 
/n 
19. Tomamos en [a ES del ejercicio (18) 1.22, 3, ..., л 
LY. 
у 


y: —«Vi-Vi, 


JE RV 


Sumando estas desigualdades, resulta 


rou AM 1 — 
ҮТҮ YS <V rtia v 1 


Agregando 1 а ambos miombros de la desigualdad, encontramos dofini- 
tivamento 


1 1 1 1 1 
—— ee 
++ кук yi + Vt Te YE 
: cV yay 
Observación. En el $ 4 del capitudo II hemos demostrado que 


1 1 1 A е 
aues rt I ЗЕЕ E —2V 4-1. 
i4 у ! + >2 Y n4 1-2 Y 24-41 


Los números Y n+1+YVa—Y 2 y 2V nF1-2Y 24 1difieren uno 
dol otro en 45: DOS 24 de Arc Жалы pucde ser 
considerado como el valor aproximado de la suma 


1 1 1 
ов у= = 
+ үҙ + уз + E Va n 
Señalomos, sin demostrarlo, que el número Vr Fi +y 2—Y à 
difiero menos del número sp quo el número 2/4 i—2 V 2--1. 
20, La función -{=—- toma valores negativos si х < 0, 


Por consiguiente, esta función alcanza su valor máximo para valo- 
res positivos de 2. 
Puesto que 


TO, ШЕ 
A45 s(Fates) | 


la función alcanza su valor máximo en cl mismo punto en ol que 
la función 3433 tiene su valor mínimo. Según el problemn 4 
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A —MM M — MÀ MM M — — P ——— 


del $ 4 del capítulo IT, el valor mínimo de esta función es igual а 
-3 


i =3-1 $ 
8-3) (5) ай e). 


El valor máximo de la función TOM 


Ais es igual a 


Para hallar el valor máximo de Па función 20— 0,8140, tomemos 
у = 25. Está claro que у `2 0, La función 


‚ей (r-r) 


tiono como valor máximo (véase la observacion do la pág. 34) el 
número 


ю т 
os (52 —1) E: e 04. 
6 


21. Tomando en este ejercicio y + , obtenemos 


1 
Vie. TY roy. 
Del problema 4 del $ 1 del capítulo Н se desprende que el valor 
1 


minimo de la función y Sap es igual a 


CIEN 

(147) (hs) E а). 
1 
LI 2,5, obtenomos 


1 
(4а)? =2, da=32 y a=8 


опет о = (40) 


dis. d 1 ; 
28. 5 — atg pip ыр! - 


нчен) 


(Homos empleado la igunldad (27)). 
„23. Puesto que a > 0, es ®--1:> 1 y, por lo tanto, 
4 y 144 ipe 
(жр) AS 


(i-L)y"U-- Lt 


Multiplicando por пі + estas desigualdades, encontramos 
(по 1*9 > я!+® (4 +а) пе, 
(п 4) 9 — 1*9 — 4 + а) па. 
Do aquí resulta 
al +е _ (n v" ју +е & {з-\- 01** ді ta 
E < «ТЕ 
158сгіћатоз estas desigualdades para 551,2, 3... „и' 
1 2139 —4 


fpa e ru 


T gita gita 
ipo T Ig 
144 fca 14a IET 
n - (1 — 3) -a _ (#11) -n 
РЕБЕ A = 


Sumáulolas, obtenemos 


ita ‚ plig 140 
n Р * pat. auae -1 = (6110 
Pr + Y | о ја We HT T SEGTES 


GR 


24. De las desigualdades del ejercicio 23 se deduce que 
411:+а 
gal Lip 35. а (1+ x) 
1+ nita ita C 
El miembro izquierdo de estas desigualdades es un número cons- 


tante (TT mientras que e) miembro derecho tiende a LX cuan- 


до n Liende a оо, Por consiguiente, cl término medio tiende al mismo 
límite, o sea, 


A e ,., + 15 1 
ие пї+® єт ita Й 
25. Pongamos 

49-а 4-0-6, 

ВЗ bb... 

C= Heft ro. 


а а а 
noih noises nat 
hi re bz by 

У! - hc Y == B , [Зе B^ 
[> € 

ui естри 


En virtud de las desígnaldades (7), tenemos 
3 
mbie, = ABCz pr iS АВС Aem Я 
preme TT. Axe > 
‚ 393.4. ] 
айыбы 77 ABC Yn3n < ARO rupem 5 
Sumándolas, encontramos 
Н а 
ас -}- вас + с: E абас < ABC (ee + 1 
E .-. -l-43 dida... ya 
qa үй ү itg EL) 
Teniendo en cuenta nuestras desiguacionos, es fácil calcular que 
taa. ¡ad A 


АЗ VER 
У Gbtnub. pmi 


"183 ... | = 


6t 


Por consiguiente, 


абд + 290262 + ..- = апћисп < ABC ( и $) = АНС. 


a Eg 
Elevando al cubo ambos miembros de esta desigualdad, мене 
mos definitivamente 
(аде + ајде +... |- аућаса)ј < 48303 = 
(ad арч... ад) 0E +... | 3 (b ed es tiem. 


: 26. Consideremos las desigualdudes (24) para distintos valores 
o n: 


In AL c c 

a+2 1 E 
in кокс. А? 
kn+ | 1 kn 
hM < < аст: 


Sumando estas desigualdades, ——7 


(n 11 (n4-2) ...(kn+1) 1. 
tn u(n3-1) ... kn etae 


< | = : ЕЕ Ка 


n '"" 8—1 р" 


о sen, 
раја (^) « 


1 k 
ur xr pi a < == и( i] 


Si п tiende al infinito, entonces In (4-3) tiende a Ink y Inx 
х (+= 


«Le 


1 ) tiende al mismo límito. Por consiguiente, también 


Jio (г г) 
27. En virtud del teorema 6, 
1 4 
T Зав 106 
E 1 1 i 
2—V$ a IN m 
E is EEE 7) 
2—58 V2 уз ТД 


BL seguono sumando es negativo у mayor que — 7% 


22— 4,5. El primer sumando, de acuerdo con іаѕ Anidados (28), 
satisface las desigualdades 


y 
э, 
FU TARA] E 
i y 10644) < 
yl (rule 1 me )« 
2 та O 
2*5 
3 — -— 
< d (| 27769-07109) = 15000 


Puesto que fos unembras extremos de las últimas desigualdades 
dieron poco uno del otro (en menos de 0,4), resulta que 


{ 
15000 251 o +... bj < 15000. 
p 2 у пе 


106 
El número medio 14999 diftore de 2 yr en menos de 1. 


ku 
28, En virtud del teorema 6, Los 


1 
ur mc m 
ж 1 1 
(n4- 1 Ы nat “tal 
28 1 $14 
 — — — — y q 9 =p B * 
2—2% [: wg A j 
donde 


2 1 1 LS 
Ал 2 — | — + —— ++ |. 
2-2 | (UE WEE +2) 

25 1 1 1 
fic cuu cpm in. 
Wi. | m'y UT 

El númera P, es fa suma parcial de la serie 


b TS dd. 
к ¿2 e k 


Esta es una serie alterna у los valores absolutos de sus términos 
decrecen monótonamente. El valor sbsoluto del resto de esta serie 
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„во supera el valor absoluto del primer término del resto, o sea по 


© 

: Зи Peru este número tiende a rero si n —> oo; 
2-2% ле 
por oso, la seric converge y 


g 


pasa de 


lim By = 2) C26 = C, 


п-+00 
hel 


о sen, q Bn С es un infinitésimo. Ahora hien, empleando lus 
desigualdades (28), tenemos 


[' ] 
Ha [(2»—4}17®— (n - 01 9] An < 


2 94 -€. Lic a. 
<=!» —n |= ТС 
Como quiera que la diferencia entro los miembros extremos de esta 


desigua. dad tiende hacia coro si n ==> co, resulta que $, =An— 
-Q 
n 


TZ "un infinitésimo Por consiguiente, 


1 1 
Cer uma D 


1- 1- 
s aE -C- qum L- 


ia 1—a 
donde fj, == 8, +Yn 03 un infinitésimo, 


CA fo, 
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